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Resumo 



Analisamos o espalhamento dc particulas quanticas por um campo gravita- 
cional fraco, tratado como campo cxtcrno, cm primcira c scgunda ordcns dc pcr- 
turbagao. Essa analisc acusa violagoes do Principio da Equivalencia cm rclagao 
ao spin — em primcira ordcm — , e em rclagao a cncrgia — cm scgunda ordem. 
Vcrificamos que os rcsultados mencionados sao cquivalcntcs aquclcs obtidos por in- 
termedio da Tcoria Efctiva da Gravitagao, no limite em que uma das massas e muito 
maior do que as outras energias envolvidas. Discutimos tambem algumas aplicagoes 
de nossa investigagao, tais como a determinagao de um limite superior para a massa 
do foton e a possivel detecgao em um futuro nao muito distante dessas violagoes do 
Principio da Equivalencia. 

Palavrcis Chaves: gravitagao; teoria semiclassica; teoria efetiva; espalhamento. 
Areas do conhecimento: Teoria de Campos (1050300-5); Gravitagao (1050103-7). 
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Abstract 



First and second order corrections for the scattering of different types of parti- 
cles by a weak gravitational field, treated as an external field, are calculated. These 
computations indicate a violation of the Equivalence Principle: to first order, the 
cross-sections are spin dependent; if the calculations are pushed to the next order, 
they become dependent upon energy as well. Interesting enough, the aforemen- 
tioned results are equivalent to those obtained by means of the so-called Effective 
Theory of Gravitation, in the limit in which one of the masses is much greater than 
all the other energies involved. We discuss also some applications of our research, 
such as the determination of an upper bound for the photon mass, and the possible 
detection, in the foreseeable future, of these violations of the Equivalence Principle. 

Key Words: gravity; semiclassical theory; effective theory; scattering. 
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Introdugao 



Poucos anos depois da Teoria Quantica de Campos (TQC) ser inventada, 
Leon Rosenfeld [1] fez a primeira tentativa de quantizar a Relatividade Geral. 

Ele seguia uma sugestao de Werner Heisenberg de que talvez as auto-energias 
pudessem ser finitas na ausencia de campos de materia. Mas, ao tentar calcular o 
campo gravitacional produzido por um campo eletromagnetico e a auto-energia do 
graviton, acabou encontrando os infinitos usuais da TQC. 

A primeira tentativa real de quantizagao foi feita cerca de 20 anos depois por 
Suraj Gupta [2], quantizando o campo gravitacional linearizado por meio do mesmo 
metodo desenvolvido por ele Petrel Sb QED (Eletrodinamica Quantica) [3]. 

Posteriormente, Gupta aplicou o tratamento para o campo nao linearizado [1], 
encontrando divergencias mais severas que na QED, e isso sugeria que a teoria nao 
fosse renormalizavel. 

No inicio dos anos 60, Richard Feynman descreveu a necessidade dos 'ghosts' 
em calculos envolvendo loops de gravitons J5j. Sen argumento foi refinado depois, o 
que pode ser encontrado nas referencias [6l [71 [8]. 

Na mesma epoca. Christian M0ller propSe a Teoria Semiclassica da Gravitagao, 
em que a metrica e considerada um campo classico enquanto todos os outros campos 
sao quantizados [H]. 

Em 1973, Gerard 't Hooft e Martinus Veltman [TU] fizeram o primeiro calculo 
mostrando que a teoria perturbativa da gravitagao nao e renormalizavel em 1 loop 
na presenga de materia, mas que poderia ser renormalizavel como campo livre. 

Mas, em 1985, Marc Goroff e Augusto Sagnotti mostraram que a teoria livre 
nao e renormalizavel em 2 loops jllj . 

Isso fez com que os calculos perturbativos fossem abandonados, ainda mais com 
o renascimento da teoria canonica nao-perturbativa nos trabalhos de Abhay Ashtekar 



3 



Somente em 1994, nos trabalhos de John Donoghue [13], houve o ressurgimento 
da teoria perturbativa da gravitagao, agora vista como uma teoria efetiva, ou seja, 
valida em baixas energias. 

Nosso trabalho consiste em demonstrar que, em ambas as teorias Semiclassica 
e Efetiva da Gravitagao, existem pequenos desvios do Principio da Equivalencia. 
Apesar de pequenos, poderao ser observados em um futuro proximo. 

Comegamos extraindo as Regras de Feynman no Capitulo 1. Ja no Capftulo 2, 
calculamos o espalhamento de diversas partfculas em 1" ordem por um campo gra- 
vitacional externo fraco. No Capitulo 3, calculamos em 2° ordem e, no capitulo 
seguinte, verificamos a igualdade entre a Teoria Efetiva e a Teoria Semiclassica. No 
Capitulo 5, mostramos algumas aplicagoes para os resultados obtidos e encerramos 
com a conclusao. 

Tentamos manter uma certa continuidade ao longo de nosso trabalho e, por 
isso, nao numeramos as equagoes. Para isso, nos repetimos algumas expressoes e 
tambem nomeamos algumas integrals como I, J, K, . . . nos Apendices A e B. Os dois 
ultimos apendices tratam da defiexao gravitacional classica e semiclassica. 

Em todo nosso trabalho usamos as seguintes convengoes: h = c = 1, rj^y = 
diag{l, —1, —1, —1), k = v327rG onde G e a constante de Newton e R = g^^ {duT^x^ 
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Capitulo 1 

Regras de Feynman 



Vamos comegar extraindo as Regras de Feynman da Teoria Perturbativa da 
Gravitagao Quantica. 

Para isso, escolhemos a seguinte expansao usual da metrica g^^ 

onde K = ^3271(7, r]^,, = diag{\, —1, —1, —1) e h^^, representa o campo do graviton. 
A partir desta escolha temos 

2 

^ = l + 'lh+'^{h^-2h^''h,,) + ... 
Z o 

onde definimos = rj'^^haj3rj^^ , h = rj^'^h^u e g = det (7^,^. 

Com essas definigoes, podemos atacar o primeiro e mais simples caso: campo 
escalar (ou Klein-Gordon) com acoplamento mmimo [T^, cuja (densidade de) La- 
grangeana e dada por 

onde e a derivada covariante que nesse caso simples se reduz a V^v^ = (9^(/3 
porque ip e um campo escalar. 
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Essa Lagrangeana pode ser expandida em 

1 K 

^KG = -{r]^'"d^(pduip-m^ip'^)--h^'' {df,ipd^(p-ri^,yCo) 



Co 



+ 



,(2) 



onde £o e a Lagrangeana livre, ou seja, na ausencia de gravidade, df}_^ e a La- 
grangeana de interagao em ordem k^, Cf^^ e a Lagrangeana de interagao em ordem 
e assim por diante. 

A equagao de Euler-Lagrange para a Lagrangeana livre 



dip ^d{d^,Lp) 







nos da 

(□ + m^)ip{x) = 

onde □ = Tj^^^d^dy. A solugao desta equagao pode ser escrita como combinagoes 
lineares de ondas planas 

1 



ip{x) = J2 



a(k)e-*'^-^ + a*(k)e 



ik-x 



(estamos considerando ip{x) como um campo real, portanto (fix)* = ipix)), onde es- 
colhemos uma normalizagao em volume finito V e k'^ = {E^, k) onde = v^kM-r???. 

Quantizando o campo ip{x) atraves das relagoes de comutagao em tempos 
iguais (veja por exemplo 



[V.(x,t),7r(x',t)]=z5(3)(x_x/) 
[<f{^,t),if{^',t)] = [7r(x,t),7r(x',t)] = 



onde 



nix] = -r^ = ipyx) 



dip 



promovemos a(k) e a*(k) aos operadores 



a(k)|0) 
at(k)|0) 



aniquilagao 
|k) criagao 
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onde |0) e o estado de vacuo, e assim obtemos 



[a(k),at(k')] = i5kk' 
[a(k),a(k')] = [at(k),at(k')] = 0. 



Com isso, podemos calcular o propagador do campo escalar (veja detalhes em 

M) 

(0|T{^(x)v.(a:')}|0) = 



^'^'P „~ip-(x-x') 



(27r)^ p2 _ ^2 _|_ 



onde Tea ordem temporal. 
Propagador do escalar 



p p^—m^+ie 
De modo analogo, o campo real h^^^x) tambem pode ser quantizado 



onde e^'^(k) sao os tensores de polarizagao (similares aos do caso do foton, veja mais 
detalhes em PES])- 

Tendo em maos as expressoes dos campos quantizados, podemos agora extrair 
o primeiro vertice a partir de atraves da matriz S dada por 



S=l~iJ d^x:nfl{x) : + ... 



5(1) 

onde 7ij^^f(x) = —dp^^{x) e a Hamiltoniana de interagao (em 1" ordem) e : O : e o 
ordenamento normal do operador O. 

Considere o estado inicial formado por um escalar com momento p e um 
graviton com momento q e polarizagao r 

|z) = at(p)fet(q)|0) 

ja o estado final apenas um escalar com momento p' 

\f) = a\^'m 
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portanto 



= (0|a(p')5«at(p)6t(q)|0) 

= (0|a(p')^ / d^x : (x) : at(p)6t(q)|0) 



-f (0|a(p') / d'x : h^^ {d,^d,^ - v,Xo) : at(p)6t(q)|0) 



que apos uma simples algebra de operadores resulta em 

'2VEp,^2VEp^2VEg 



=Vm.(p',p) 

e ignorando fatores de normalizagao, bem como o tensor de polarizagao e o delta de 
Dirac, obtemos nosso primeiro vertice: 
Vertice graviton - escalar - escalar 

/ 



il p' = p + q 



q a(3 ^ 



VP 



V'^p', p) = -y [p'V + p'V - V"^{p' ■ P - m^)] 

e de maneira analoga obtemos os vertices de ordem mais alta: 
Vertice graviton - graviton - escalar - escalar 

/iZ/ 

k — q / p' = p + q 
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2 



Onde Vap,pu = Ial3,pu - IVa/SVpu e = ^{VapV^u + VauVp^l)■ 

Para o campo de Dirac temos 



+ ... 



Co 



onde fj,ip = d^tp + iWfj,ip, ip^ ^ = d^ip — iipw^ e a conexao pode ser escrita em 
fungao da tetrada (e sua inversa e^) como [151 [E] 



e a tetrada pode ser expandida em ej^ = 5^ + + • • portanto 
Propagador do eletron 



P 



Vertice graviton - eletron - eletron 




p' = p + q 



Vertices de ordem mais alta no caso de fermions nao serao usados nesta tese. 
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Para o campo de Maxwell temos 



M 



Co 



n 



+ 



onde F^^ = d^A^, — dyA^j,, e o campo do foton e escolhendo o gauge de Feynman, 
d'^A^ = 0, temos 
Propagador do foton 



Vertice graviton - foton - foton 



fS^ p' = p + q 




IK 



— [{rj'^^'q^^ — rj^'^r]^'^ — r]°"^T]^^)p' ■ p — 'q°'^p'^p^ + rj^f^p'^'p'^ 



Vertice graviton - graviton - foton - foton 



k — q 




p' = p + q 
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[P', P) = -^/^^ [iVa^Vt^u - '2Vat,Vl3u) {VXpP " P' " PpP'x) 
—Va/siTxpnu + Txpup.) — VfJ.u(Txpal3 + Txp^a) 
+'^Vl3fi(Txpau + Txpua) + '^Vau{T\ppj3 + Txpf^p) 
+2{r]pxVpuP aPp VXaVpuPpPf^ VXp^p/BPaPi/ 
+V\uVp,iPpP'a - VXl3Vp,iPuP'a " VXuVpaP^'p 
+VXaVpl3PpPu + VXfSVpaPuPp)] 



Onde T^pp,^ = VapPpP'u - VapPpP'u - ViSuPpP'a + VapVPuP " P' ■ 

Analogamente para o campo de Proca 



-9 [-\g''^g'"'F^pFp, + "^^g-^A^A^ 



1 Tfl 



Co 



2 



-v'^'^F^pFp, + m^A^A, - r]pXo 



+ ... 



Vertice graviton - foton massivo - foton massivo 




p' = p + q 



Tambem nao vamos precisar de mais vertices com fotons massivos. 
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Para o campo do graviton, escolhendo ainda o gauge de de Bonder, ou seja, 
d^h'^ = \dyh, obtemos a seguinte expansao da Lagrangeana de Einstein-Hilbert 
2 



na expressao acima descartamos divergencias totals e deixamos o segundo termo o 
mais compacto possiVel [TB]. Com isto podemos retirar o propagador do graviton e 
o primeiro vertice: 
Propagador do graviton 

a(3 q jJii' 



Vertice graviton - graviton - graviton 

k - q ^\ 




{k,q,k- q) 



^K{-]^{e + q^ + {k-qf) 



rcr 7- A_ T'^ T 



+q^{k - qf 



'13, pT ~r -lXp,pa-'^a/3,UT ) 



-k^ik-qY 



^al3,Xp^ pu,crT 2 i.^ PVtPct^ciP^Xt ~I~ ^ pu,XcrIal3,pT 
+ Ixp,I3ctIp 



Xp,aa-'^ PU,/3t ~r Xp,f3cT-'^ pu,aT 



-k^q-" 
+1 



IaP,pvIxp,crT 2 i.^ Xp,j3Tl pu,aa ~\~ Ixp,aTl pv,l3a 



12 



Capitulo 2 

Campo Externo - 1^ ordem 



Considere o espalhamento de uma parti'cula quantizada de massa m (possivel- 
mente nula), spin s e (tri)momento inicial p (e final p') por um campo externo 
classico dado por 



que e a solugao da equagao de Einstein linearizada no gauge de de Bonder 

□ 



'I^T^y{x) 



tendo como fonte uma massa pontual localizada na origem do sistema de coorde- 
nadas, ou seja, T^'^(x) = MSq5qS^^\x). A transformada de Fourier deste campo e 
dada por 

d^x e^^'^'h^^i^x) = -^{Vt^u - 2?7^o^i/o) 27r5(go) 

^^^^^^^^^^^^^ 

onde q = p' — p e o momento trocado cuja componente go = (o campo externo 
h^u{x) e estatico no nosso caso, o que implica na conservagao da energia), portanto 
Ip'I = IpI e |q| = 2|p| sin I onde 6^6 angulo de espalhamento. 

Assim acrescentamos a seguinte regra de Feynman ao capitulo anterior 
Campo externo 

onde fica subentendida a conservagao de energia no vertice (go = 0). 
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Nas segoes seguintes trataremos diversos casos de espalhamento para particulas 
com s = 0,|,l,2em = 0oum7^0. Na segao final vamos enunciar um teorema 
sobre as segoes de choque. 



2.1 Klein-Gordon 

O calculo para a particula escalar e o mais simples de todos devido a ausencia 
de graus de liberdade internos. A amplitude de Feynman A4 para o processo em 
quest ao e dada por 



il p' = p + q 



q a(3 ^ 



/3 

iva^ - 25%) [p'yf" + p V - t^{p ■ P - m^)] 

Q " V ' 



-(2m2+4p2) 



-(2m2 + 4p2). 



q2 

Por conveniencia, nos multiplicamos por i a amplitude Ai para ficarmos com uma 
expressao real. A partir desta expressao, podemos calcular a energia potencial gra- 
vitacional (ou simplesmente o potencial) definida como [171 [El [IH] 

Jq.r 



E'=E 



-4nGM 



E J J (27r)3 q2 r \ E 



1 

47rr 



que se reduz no limite nao-relativfstico ao bem conhecido potencial Newtoniano 
V{r) = —^iMm g a V{r) = caso ultra- relativfstico (ou equivalente para 

m = 0). 
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Ja a segao de cheque diferencial e dada por 



dn (47r) 



2 ^G'M\V^^a^2 



onde a = 



1- 



2 

Desta expressao podemos obter o angulo de espalhamento 9 

ao de cheque ^ = ^ 



atraves da aproximagao classica [22] para a segao 
o parametro de impacto. Assim temos 



onde b e 



^ = 2 sin 



-1 



2GM [ a 



que para valores pequenos de (o valor maximo de para o Sol, por exemplo 
e da ordem de 10~^, o que nos permite fazer tal aproximagao) pode ser aproximadc 



para 



6 ^ — — 1 + - 



que se reduz ao valor Oj^ewton = para 
(no exemplo do Sol 9 Einstein = 1-75 arcsec 



v| < 1 e a 9Einstein = quaudo |v| = 1 



2.2 Dirac 



O espalhamento de eletrons pelo campo gravitacional e bem mais complicado 
do que o caso anterior devido ao spin. O diagrama abaixo representa o espalhamento 
em que a parti'cula inicial esta especificada pelo spinor Ur(p) e o estado final pelo 
spinor Ur'{p'), 



p' = p + q 




iMr' ' 



AttGME _ , f a m\ , , 

-Ur>{p ) 27 - — Ur{p) 



EJ 
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(o potencial pode ser obtido atraves da expressao acima [T7], porem este difere do 
potencial da segao anterior apenas por termos que so contribuem em distancias da 
ordem do comprimento de onda Compton A = e, portanto, podem ser desprezados 
em grandes distancias). 

Para a segao de choque nao polarizada temos [231 



da 



1 1 



d^l (47r)2 2 fr 



-Y.\lMr'A\2 



GM 



m] 



sm 



cos — I — l + a + 3 cos - 
2 4 I 2, 



onde usamos Ur{'p)ur{'p) 



r=l 



+ m 
2m 



2.3 Maxwell 



A amplitude M. para o espalhamento de um foton e dada por 




fX p' = p + q 



= -^-^<'ip')[iv,.-K^>'-P-P>. 

+2Ep'X + 2EpJl - 2E\,]e^ip) 

onde e(f(p) e e^,{p') sao as polarizagoes inicial e final do foton, respect ivamente, e 

2 1 
usando n^'^fp) = y e''(p)e::(p) = -7]^"" - -Ip^'p" - p ■ nip^^rf + p^n'^)] onde 

t^i [p ■ ny 

= 1, obtemos 



da 1 iv-i-A. ,2 ( gmV 

dlT=(4^2^l^^^"-l =i^j 2- 
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2.4 Proca 



De modo analogo temos o caso do "foton massivo" 




fX p' = P + q 



iMr' • 



«^exi(q)<'(p')^a/3,Mi'(p''P)er(p) 



onde e^(p) e e^,{jp') sao as polarizagoes inicial e final do "foton massivo", respecti- 

vamente, e como e'f(p)ej^(p) = — r/'"^ H — , obtemos |25i 

7^1 ^ 



da 



1 1 



dn (47r)2 3 



Y-l-A. 12 (GM\ 



2 r 



1 2 4 ^ a / 3a , ^ 

- + - cos 1 : 4 cos - 

3 3 2 3 I 4 2, 



2.5 Einstein 



Vamos considerar tambem o espalhamento de um graviton pelo campo externo 

/ c/ p' = p — q 
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iMr',r = ihexti(l)4^ip')Vap,f,i.,xpip,q,p)ef{p) 
onde a soma de polarizagoes e dada por [26] 



E (p)er (p) = o fn°'^(p)n^'^(p) + n"^(p)n^^(p) - n"^(p)n'^^(p) 



assim 



1 1 



dn {Any 2 



sin - + cos - 



2.6 Teorema 

Na Tabela 2.1 estao agrupadas as segoes de choque obtidas neste capitulo, 
vemos entao o seguinte: 

As segoes de choque sdo distintas para parUculas de diferentes spins s. 

Portanto existe, ja em 1" ordem no campo externo, uma violagao do Principio 
da Equivalencia [27] . 



m 



dcr/dQ 













1/2 
1/2 

1 

1 

2 



GM 
1^ 



GM 
2 



1 + - 



GM 



sin^ ^ / 2 



cos^l + f (l + a + Scos^l 



cos^ 



GM 



3 + 3 COS^ 2 3 



(1 



3a 



.2 e 



4 4 COS 2 



^] (sin^| + cos®f 



Tabela 2.1: Segoes de Choque Diferenciais (nao polarizadas) . 
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No entanto, a diferenga entre estas expressoes e muito pequena. Na Figura 2.1 
temos o grafico de 



A{da/dn) _ {da/d9)s - jda/dQ) 
{da/dD,)s=o {da/dD,)s=o 



em fungao de 6 para particulas de m = 0. 



2e-05 I 1 1 1 1 

s=0 
S=1/2 
s=1 
S=2 







-2e-05 




2- -4e-05 - 

a 
e 

< 

-6e-05 - 



-8e-05 - 



-0.0001 I 1 1 1 1 ^ 

0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 

e 



Figura 2.1: A{da/dQ)/{da/dQ.)s=o em fungao de 0. 



Vemos que para angulos pequenos A{da / dQ) / {da / dQ) s=q ~ —s9'^/2 e para 
valores tipicos do angulo de deflexao 9 ~ 10~^ temos A{da / dVi) / [da / dVt) s=o ~ 10"^^ 
que e muito pequeno. 
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Capitulo 3 

Campo Externo - 2^ ordem 



Como um aquecimento para o caso do foton, vamos comegar calculando as 
corregoes de 2" ordem no campo externo para uma particula escalar [28l [29] . 

Por estarmos considerando que o campo e fraco porem a massa M e ainda 
muito maior do que a energia da particula espalhada (tipicamente para o caso de 
um foton, digamos, na faixa do microondas v ~ IGHz, espalhado pelo campo 
gravitacional do Sol temos jj ~ 10"^^) nos podemos desprezar o Bremsstrahlung e 
as corregoes radiativas, pois esses efeitos estao na razao de em relagao aos graficos 
de 2" ordem no campo externo. 



3.1 Escalar 

Lembrando o resultado do capitulo anterior 



il p' = p + q 



q a(3 ^ 



iA^(i) = —(2m^ + 4p2 

e que existem somente 3 graficos que contribuem para 2" ordem, 
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k — q / p' = p + q 




<fk 



(27r)3k2(k-q)2 



|q| 



onde usamos 



(r^„^ - 25%)V-^'^''{p\p){^,, - 25151) 



IK 



{8E^ - q2 



Note que existe um fator de simetria | nos graficos de ^A^'^^ e A^^^^ 




/ p' = p + q 



(27r) 



q^ 



Neste segundo grafico precisamos da seguinte expressao 



iVap - 25l5l)V"^^^^^^P{k, q, k - g)(r^,, - 25°(5°) = ^«:[2(2fc ■ q - q' - 2k^)5^,5l 

+2q^q'' - 2k^k'' + q^k" + q^k" 
+ {e - k ■ q)r]^"'] 
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e portanto das seguintes integrals 



(27r)3k2(k-q)2 16|q| 

A d^k k'W Iql ( n^q^ -A kb'^ 

' 3-^-4 — 5 M + 



(27r)3k2(k-q)2 64 V / 67r2 ' 

Note que a segunda integral tern divergencia linear no ultravoleta e por isso intro- 
duzimos um cut-off A. 

No entanto, essa divergencia e espuria, pois o mesmo resultado pode ser obtido 
diretamente atraves da aproximagao de 2" ordem no propria campo externo. 

Por exemplo, em coordenadas isotropicas a metrica e dada por [1] 



l-^V . 2GM 2G'M' 

GM 
2r 



900 - I J— W 1 - 1 — + —^2 + • • • 



goi = 

/ GM\\ / 2GM 3G'2m2 



e assim 



fi;/igg*™(q) = 2G^M^ J d^x 



g-iq.x 4vr2G'2^2 



r2 |q| 



2,r2 



^Kf^iq) = 
obtemos o mesmo resultado sem a divergencia 
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i^p' = p + q 



p' — k I 
I 

I 

k — p I 



esse grafico e divergente no infravermelho, por isso temos que usar uma massa n 
para o graviton. Veja o Apendice A para o calculo de I. Em especial so precisamos 
do resultado para yU — > 

(2m^ + 4p^y / ■ 



>' - k)2 + /i2] [(p _ k)2 + ^2] (p2 _ k2 + 



Iplq-^ 



.InM 



47rG'2M2 

|p|q^ 



■(2m2 + 4p2)2ln 



onde usamos 

pois ko = E pela conservagao de energia nos vertices de campo externo, e portanto 

; 2 2 I • 2 1 2 I • 

K — m + te = p — k +26. 
Assim conseguimos calcular a segao de choque diferencial em 2^* ordem 



onde 



total 



(47r)2 



GAflplsin 



1 + - 



3a + 



15 — sin^ 



i=l 



'da" 



GM 



sm 



2 e 



a 
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e a segao de cheque em 1" ordem no campo externo. Observe que a divergencia 
infravermelha nao contribui na ordem de aproximagao calculada. De fato pode-se 
mostrar que ha um cancelamento destas divergencias na gravitagao [30l |31] . 



3.2 Foton 

Do capitulo anterior 




e novamente temos 3 graficos em 2°" ordem 



k — q 




p' = p + q 



iM 



(2) 
Ap 



2 J (27r)3 



(r/"^ - 26^6^oW - 25^MV^p,,^,y,{p\p) 
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-ii^'^iVXpP'-p-p'xPp) 



|q| 



iVxpP' ■ P - p'xPp) 



d^k 



(27r)3k2(k-q) 



S|q| 
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(Pk ipt^^^f^"^ 

h^exti^ - q)^eft(k)K/3,M!^,Ap(/i;, Q.k - q) 14r,ec(P ,P) 



2 J (27r)3 



X 



d^k - 26^6^)V^f,^^,,xp{k, q,k- q){v^^ - 26^6, 



(2vr) 



k2(k-q)2 



/yp' = p + q 




{2tt 



GM' 



(p' - k)2 + [(p - k)2 + (p2 - k2 + ^e) 



onde 



(r/^'^ - 25o^5o , k) = i4iVar - 26X)P' " k-p'^k^ + 2Ep'X + '^EkX - 2E\ 
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assim 



= -K^{AE'^{E^rixr - - Ep^dl + p' ■ p6l6^^) 

+kr{2E^p'x - 2E61p' ■ p) + kx{2E^Pr - 2E6^p' ■ p) 
+k''[-2E^r)xr{p'a+Pa) + 2E{p'Jlp, + p^)] 

+k°'k'^{p'j)prjxr - rjaXP'f^Pr - rjarPlBP'x + VaXVprP' ' P)} 

e usando a parte real (so esta parte contribui) das integrals do Apendice A (lembre 
que ko = E nesse diagrama) 

(r ra ra^s ^ f {1, k" , k-k^)d'k 

^ ' ' 'J [(p'-k)2 + /x2][(p-k)2 + /x2](p2-k2 + ze) 



I = 




EP 

Xij I q'q^ , (2+sin|)(p'+p)'(p'+p)J- 
4p2 sin I 4p2 sin|(l+sin|) 



obtemos 



iMgiM(^)'^'^ = -^^\p' ■ Pip' ■ P - 2E')I^^rj,, - 2p' ■ pl'^y^p^ 

-2E\l^^p,p, + F^p'J + 8E^(/% + 1%)] 

wn^G^M^E ( eV / e^^ 



alem disso 



•A^(i)-A^(iVv 32n^G^M^ ^9 
zTWWzA^W'^^ = ^.^4 9 cos 2 

•A^(i)-A^(3W An^G^M^E ^9 

iM]j>iM^'>^"' = — cos^o 

sm 2 ^ 



26 



e finalmente |32] 



da 

dn 



' do ' 
~d£l 



ttCME sin I / 15 + 14 sin I + 3 sin^ I ' 

_|_ ■^1 ^ ^ 



;i + sin|)2 



4 



em que 



' da ' 



GM 



^ Wl) 5' 



27 



Capitulo 4 



Igualdade entre as teorias 
Semiclassica e Efetiva da 
Gravitagao 



4.1 Nivel de Arvore 



A Teoria Efetiva da Gravitagao e uma Teoria Quantica de Campos Que trata 
o graviton como uma particula quantizada, mas separa as partes nao analiticas 
1/g, Ing) da amplitude de Feynman A4 dos termos analfticos (1, g, g^, . . .), 
onde g e o momento trocado entre as particulas, e assim sendo, valida somente em 
grandes distancias (ou baixo momento trocado) [131 E3] • 

Neste capitulo, vamos calcular o espalhamento entre duas particulas: uma 
delas e um escalar de massa M e momento inicial P (e final P'). A massa M vai ser 
considerada muito maior do que qualquer outra energia envolvida. A outra particula 
pode ser em principio de qualquer tipo, com momento inicial p (e final p'), como no 
diagrama abaixo: 



\ 

\ 




P' 



p' = p + q 



P / 



/ 

/ 
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A igualdade em nivel de arvore entre as tcorias Semiclassica e Efetiva e trivial 
na aproximagao -C |q| -C M e no sistema de referenda do laboratorio, isto e, 
P^" = (M, 0), pois 

•^efetiva = V^^ {P\ P)'^V^%p\p) 

^ _Vl\p>-pP + p'Pp- _ r^-P(p> . p _ M^)] 
2 

^ ^ ■> ^ 

K M 

^ V ' 

onde /i^^*(q) e o campo externo usado nos capitulos anteriores, e portanto 

M . n . . ~ -^efetiva 
'semiclassica ~ 2M 

A origem do fator e devida aos fatores de normalizacao ^=^= ~ 7717 da 
partfcula escalar. Em especial, para o caso em que a segunda particula e tambem 
um escalar, temos 

iA^W a; — 2m^ + 4p^). 

4.2 Ni'vel de Loop 

Vamos demonstrar a igualdade entre as duas teorias tambem em nivel de loop, 
para simplificar os calculos vamos nos limitar ao caso em que as duas particulas sao 
escalares, ainda na aproximagao <^ |q| <^ M e, alcm disso, vamos considerar 
E <^ M onde E = + m'^ 6 a energia da outra particula. 

Dos diversos graficos existentes, apenas os seguintes contribuem na aprox- 
imagao ja mencionada: 
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d'^k iV 



X 



X 



V ' 

rf^fc 1 
(27r)4 A;2(A; - g)2[(P - kf - M^] 



32Af|q| 



|q| V 2 / 

onde usamos as seguintes aproximagoes 



2 



^PAp,a/3^'^(P-fc,P) = -[(P-A;)„P^+(P-A;)^P,-r7,^M 



2 



que sao validas porque termos como PPPP, kPPP e kkPP no numerador da inte- 
gral sobre k contribuem com fatores M^, e M respectivamente (veja Apendice 
B). 
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8q2 '^'^^ 



(27r)4 A;2(A;-g)2[(P-A;)2-M2] 

^^M. + P.P/. - ^/..'^ ) j (27r)4p(A;-g)2[(p_A;)2-M2] 
X [2(2A; ■ g - - 2A;2)5^5o- + 2^^^*^ - 2k^k'' + g'^A;'^ + g'^A;^ 
+ {e - k ■ q)7]^''] 

-87r2G2^3 / p2 7q2X 



|q| V 4 16 



P' = P-q^^ ar - /xz/ ^^p' = p + g 

I A; — g I 
I I 

P-k I I p+A; 

I I 
I k I 
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P' = P-q^ 




P-k i 



= i ^^^v^^iP^P-k) 



(27r)4 ^ ' ^ (^k - q)^ - fi^P - ky - k^ - fi^ 

xV^^iP - k, P)V^^{p\ p + k)-—-^^ -V^^ip + k, p) 

[p + k)^ — m'^ 



xV^P{P - k, P)V^^{p',p' - k) ' -V^^{p' - k,p) 

[p — ky — 

—i X 

4 

d^k ivpu - 2Sy,)Vf^''{p',p+ k){r^^p - 2blbl)V^\p + Kp) 
(27r)4 (F - /i2) \{k - qf - [(P - A;)2 - M^] [(p + kf - m?] 
d^k iv,, - 2^°^°)\/^'-(p^p^ - k){r]^^ - 2^o,5°)\/"^(p^ - k,p) 
(27r)4 (P - p2)p _ g)2 _ ^2][(p _ ^)2 _ M^][{p' - A;)2 - m2] 

(27r)4 (P - /i2) [(A; - g)2 _ ^2] [(p _ ^)2 _ ^/2] [(^ + ^)2 _ ^2] 

/• c/^A; 1 
(27r)4 - p2)p _ ^)2 _ ^2][(p _ ky _ M2][(p' - ky - m?] 

i6ATT^G^M'^{2m^ + ApY {K + K') 



~ 8irA/q^ |p /J 

|p|q2 

onde usamos 

(r^^, - 25l5l)V^''{p\p + k) = (r/,^ - 25°5j)V^"^(p + ^ ^(2m2 + 4p') 

(r^,. - 25j5°)V'^'^(p',p' -k) = iv^p - 25X)V^P{p' -k,p) ^ '-^{2m' + Ap') 
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Assim conseguimos mostrar que ate o nivel de loop 

KA -^efetiva 
'semiclassica ^ 2M 

ou seja, as duas teorias predizem o mesmo resultado no limite em que uma das 
massas envolvidas e muito grande [Mj . 



4.3 Potencial em Ordem G' 



Usando a definigao do potencial nao-relativi'stico [HI [T9] 



V{r) 



iqr 



|q| 



iM 



total 



AnGMm 



3 „ »A^(^)(p',p")i.M(i)(p",p) 
P iMVE'E" 4MVE"E 



1 + 



(27r)3 
2m? 



E-E" 



E'=E 



In 



STrG^M^m^ , Iql 

; — ; — ^ In 



|p|q^ 



|p|q" 



|q| 



onde o ultimo termo e a subtragao da segunda aproximagao de Born. O potencial 
resultante e nada mais que o potencial nao-relativistico em coordenadas harmonicas 
(ou seja, no gauge de de Bonder empregado) 



V{r) 



GMm 3GAfp2 G^M^m 



2mr 



2r2 
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Capitulo 5 
Aplicagoes 



5.1 Massa do foton 

Uma das primeiras aplicagoes que podemos fazer e obtida ja em primeira ordem 
de perturbagao: trata-se do calculo da massa do foton. 

Igualando a segao de choque do foton massivo (Proca) obtida no Capitulo 2 
para angulos pequenos (apesar de que qualquer um dos resultados para particulas 
massivas serviria igualmente, pois sao identicos neste limite, veja Tabela 2.1) e 
massas pequenas ^ <^ 1 

da /AGM\^ f m^^ 



dn ' \ J y ' e\ 

e a bem conhecida aproximagao classica para a segao de choque 

da b db 

dn ^ ~ede 

onde 6 e o parametro de impacto, obtemos um angulo de desvio para particulas 
massivas 

^ 4:GM ( 
= 1 + 



1 + ^ 



b \ 2Ey 

que, comparado com o desvio classico das particulas (rasante^^ sem massa 9c = ^^P^ 



^Lembrando que 9 — ^^^{1 + cos0) e o angulo classico de desvio para particulas incidentes 
em qualquer posigao em relagao a M e que se reduz a 9 — ^SM. apenas no caso em que as 
particulas passam rasantes a M, ou seja, (j) —t Q. O angulo cj) e conhecido como elongagdo, veja 
Figura 5.2. 
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nos da um limite para a massa do foton [25] 

m = zTcud — — 

V 

onde Ae = e- e,. 

Esta expressao pode ser obtida classicamente (veja Apendice C e referencias 
[HHllHE], ou ainda referencia [37] para uma derivagao heuristica). 

Usando os dados do desvio da luz [38j para uma freqiiencia de z/ = 2GHz 
e igualando AO /6c com o erro relativo 1.4 x 10~^, obtemos uma massa m = 1.4 x 
10~'^eV = 2.5 X 10~^^g, um valor muito mais conservador do que o obtido por outros 
metodos para se estimar a massa do foton [SHI HO). 



5.2 Violacao do Principio da Equivalencia 

Se adotarmos agora a massa do foton como exatamente nula, vamos encontrar 
modificagoes em relagao ao caso classico somente em segunda ordem de perturbagao. 

No Capitulo 3, concluimos que as segoes de choque em segunda ordem possuem 
uma dependencia explicita na energia da particula. Em particular, estas expressoes 
(tanto para o caso da particula escalar sem massa quanto para o foton) se reduzem 
para angulos pequenos a 

da _ /4GM\^ / IbnGMEe 
dn Kl^J [ ^ 8 

Usando novamente a aproximagao classica da segao de choque, obtemos o 
seguinte angulo de desvio 

^Efetiva — ^ I 

validc§ para A ^ GM, e assim temos 

_ IbTc^G^M^ 

^Entendemos o argumento apontado por Drummond e Hathrell na Referencia 0T], sobre a vali- 
dade deste metodo e por isso afirmamos que este termo adicional representa apenas uma miniiscula 
perturbagao ao resultado classico, portanto, nao acarretando tcrmos do tipo \n6 que obviamente 
nao sao corretos. 
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Por outro lado, podemos tambem calcular o desvio da luz no caso em que 
A ^ 6, usando a Teoria Semiclassica atraves do metodo JWKB (veja Apendice D e 
referencias [12], HS] ) obtendo 

A2 



_ 4GM 

(jJWKB — — ; 1- 



327r62 



e portanto 



6^ USTiGMb 

Na Figura 5.1 temos A6/6c em fungao de A para o caso de particulas rasantes 
ao Sol, ou seja, GMq = 1.476625 x lO^m e b = Rq = 6.961 x 10®m. 



5 
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Figura 5.1: A9/6c em fungao de A (em metres) 



1 00000 



Algumas observagoes podem ser feitas aqui: 

Existe uma dependencia explicita no comprimento de onda A (ou na energia) 
da particula, o que demonstra uma violagao do Principio da Equivalencia; 
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- Os efeitos sao mais intensos a medida que A se aproxima de Any^GM (no 
caso do Sol A = 5.7657 x lO'^m), contrariando o senso comum de que os efeitos 
quanticos gravitacionais surgem apenas em altissimas energias tais como a 
energia de Planck {Epianck ~ lO^^GeV on Xpianck ~ 10"^^m); 

- Infelizmente para comprimentos de onda tipicos, os efeitos sao miniisculos, 
na verdade impossfveis de serem detectados com a tecnologia atual (de fato, 
l^QjQc ~ 10^^^ para A ~ 0.1m, enquanto que a melhor precisao experimental 
atual [38J e MjQ^ ~ 10"^). 



5.3 Lentes Gravitacionais 

Nossa ultima aplicagao diz respeito as lentes gravitacionais. Na Figura 5.2 
temos um esbogo da geometria envolvida. 




D \ 



Figura 5.2: Geometria da deflexao da luz pelo Sol. A elongacao i;^ e o angulo entre o Sol 
e a imagem da estrela vista da Terra. 
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5.3.1 Anel de Einstein 



O tamanho (angular) classico do Anel de Einstein pode ser facilmente obtido 
atraves da condigao de alinhamento total [S] 

0Anel = <P 

AGM h 



D 



portanto h = VAGMD, e assim temos 



9 



AGM 



Anel 



I D 

De maneira analoga obtemos para a Teoria Semiclassica (JWKB) 



9 



lAGM A2 



JWKB 



D 2567iGMD 



e assim 

A9 X' 



"Anel 

valido para A pequeno. Vemos entao que as lentes gravitacionais sao cromdticas, 
porem o efeito e minusculo, pois para uma galaxia ti'pica M ~ IO^^Mq e D lO^^ly 
(e portanto 9Anei ~ 1 arcsec), e para uma freqiiencia tipica u ~ IGHz temos 
^9 1 9 Anel ~ 10"'^'^ que e impossiVel de ser observado. 
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Capitulo 6 
Epilogo 



E quase um consenso entre os fi'sicos que a Mecanica Quantica e a Relatividade 
Geral sao os dois grandes pilares sobre os quais se assenta a Fisica Moderna. No 
entanto, apesar dos herculeos esforgos despendidos por um numero consideravel de 
fisicos ilustres, nao se conseguiu ate agora a fusao destas duas teorias. Qual seria, ao 
menos em principio, a causa principal desta incompatibilidade? Talvez a dificuldade 
conceitual de reconciliar uma teoria local, como a Relatividade Geral, com efeitos 
quanticos nao locals ou, equivalentemente, de reconciliar o carater local do Principio 
da Equivalencia Forte — Um observador ideal imerso em um campo gravitacional 
pode escolher um sistema de referenda no qual a gravitagdo passa desapercebida 
PS] — com o carater nao local do Principio da Incerteza [46j. E digno de nota 
que este fato fundamental tem sido desprezado por um grande numero de investi- 
gadores em sua cruzada pela Gravitagao Quantica. Por outro lado, os dois linicos 
caminhos de acesso a Gravitagao Quantica que fornecem uma descrigao matematica 
completa das propriedades quanticas do campo gravitacional, ou seja. String Theory 
e Loop Quantum Gravity, nao foram ainda testados. Isto nao e de causar especie 
ja que a escala de energia caracterfstica da Gravitagao Quantica e a energia de 
Planck, Ep = lO^^GeV, um valor que esta tao longe do alcance experimental que 
a ideia de testes observacionais diretos parece, ha muito, nao passar de um piano 
quimerico. Certamente as reivindicagoes constantes da literatura sobre o fato de 
que nos encontramos no alvorecer da fenomenologia da Gravitagao Quantica (veja, 
por exemplo, Amelino-Camelia jSj), sao ainda bastante especulativas, o que parece 
de certa maneira ameagar o futuro deste enfoque fenomenologico. 
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Neste trabalho, nos devotamos a analise da incompatibilidade existente entre 
o Princi'pio da Equivalencia Fraco (universalidade da queda livre, ou igualdade das 
massas inercial e gravitacional) — considerado a pedra angular tanto da Gravitagao 
Newtoniana quanto da Relatividade Geral — e a Mecanica Quantica. E importante 
frisar, contudo, que a equivalencia dos principios da universalidade da queda livre 
{Principio da Equivalencia de Galileu) e da igualdade das massas inercial e gravita- 
cional [Principio da Equivalencia de Newton), suposta valida no contexto das teorias 
gravitacionais acima mencionadas, nao e suportada pela experiencia. De fato, os 
experimentos em nfvel classico que dao robustez ao ultimo somente dao suporte lim- 
itado ao primeiro [H]. E conveniente, pois, que eles sejam tratados como principios 
distintos. No dommio quantico, todavia, as coisas sao bastante diferentes: teoria e 
experiencia concordam no que concerne a Equivalencia de Newton, mas ambas estao 
em desacordo com a Equivalencia de Galileu. Realmente, usando um interferometro 
de neutrons, Colella, Overhauser e Werner [38] observaram que o deslocamento 
quanto-mecanico causado pela interagao do neutron com o campo gravitacional da 
Terra (suposto ser Newtoniano) era dependente da massa do neutron. Esta notavel 
experiencia, conhecida por razoes obvias como experiencia COW, confirma a ideia 
de que mj = rriQ (Equivalencia de Newton). Por outro lado ela mostra que ex- 
iste um conflito inevitavel entre a Equivalencia de Galileu e a Mecanica Quantica 
quando a gravitagao e descrita pela teoria de Newton. E surpreendente que a ex- 
istencia de efeitos de interferencia dependentes da massa tenham sido previstos por 
Greenberger [39] uns poucos anos antes da experiencia COW ao aplicar a Mecanica 
Quantica ao problema de uma parti'cula ligada a um potencial gravitacional externo. 
Vale a pena mencionar que a igualdade entre as massas gravitacional e inercial es- 
tava incorporada em seu artigo seminal. Ele tambem supos que o campo externo 
que atuava sobre a parti'cula era descrito pela gravitagao Newtoniana. Em 1986, no 
entanto, uma reanalise dos dados de Eotvos feita por Fischbacli et al. [50] suscitou 
pela primeira vez diividas sobre a validade da Equivalencia de Newton. Os dados 
pareciam indicar a existencia de uma nova forga — a quinta forga. Apesar dos 
prodigiosos esforgos despendidos pelos experiment ais, nada foi encontrado porem 
que pudesse confirmar que esta forga era realmente verossimil [51]. Conseqiiente- 
mente, no que concerne a campos gravitacionais externos descritos pela gravitagao 
de Newton, somente a Equivalencia de Newton desfruta do status de um principio 
basico tanto no domfnio classico quanto no quantico. 
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Ao longo deste trabalho admitimos sempre a validade do Principio da Equivalencia 
de Newton, e trabalhamos com a versao linearizada da gravitagao de Einstein, em 
vez da gravitagao de Newton. Encontramos, mesmo assim, ja em primeira ordem 
de perturbagao, que as segSes de choque sao distintas para parti'culas de spins difer- 
entes. Quando os calculos sao levados ate a proxima ordem de perturbagao, as segoes 
de choque passam a depender explicitamente da energia, o que acarreta, conseqiien- 
temente, que tanto a deflexao gravitacional quanto o tamanho angular do anel de 
Einstein herdem esta dependencia na energia. Certamente, isto tambem se aplica 
a Teoria Efetiva da Gravitagao na aproximagao em que uma das massas e muito 
grande, pois, conforme mostramos, nesta aproximagao ela e equivalente a Teoria 
Semiclassica. Isto nos permite afirmar com seguranga que as teorias Semiclassica e 
Efetiva da Gravitagao sao incompatiVeis com o Principio da Equivalencia de Galileu 
e, portanto, com o Principio da Equivalencia Fraco. Estas violagSes da Equivalencia 
Fraca que encontramos sao, porem, muito pequenas. No caso da deflexao gravita- 
cional de fotons pelo Sol, os efeitos quanticos sao da ordem de 10"^^ arcsec , o que 
impede que eles sejam detectados com a tecnologia atual. Espera-se que, em meados 
de 2010, a precisao experimental concernente a medidas astronomicas atinj 
dos nano — arcsec [52], permitindo provavelmente a observagao destes efeitos. 

O que teria a teoria de cordas para nos dizer sobre a universalidade da queda 
livre? As cordas sao objetos estendidos e como tal estao sujeitas a forgas de mare, 
e portanto nao obedecem a este principio. 

Conclui-se da exposigao acima que o Principio da Equivalencia — seja em sua 
forma forte ou fraca — e um dos fatores responsaveis pela existencia de um conflito 
central entre a Relatividade Geral e a Mecanica Quantica. Uma saida para este 
dilema seria talvez considerar a gravitagao sem o Principio da Equivalencia A 
primeira vista esta parece ser uma atitude muito drastica no que concerne a Rel- 
atividade Geral. Felizmente, a versao Teleparalela da Relatividade Geral — uma 
descrigao da interagao gravitacional semelhante a forga de Lorentz do eletromag- 
netismo e, que em decorrencia nada tem a ver com o Principio da Equivalencia — e 
equivalente a Relatividade Geral, e fornece em conseqiiencia uma teoria consistente 
de gravitagao na ausencia deste principio [Mj. 



41 



Apendice A 



Integrals em 3D 



A.l Calculo de /, P e 



Vamos precisar da seguinte integral basica que pode ser calculada pelo metodo 
de residues [55] 

, (Pk in^ n - P + iA 

lim / --: — , , „ — = — — m ■ 



oJ [(k-P)2 + A2](p2_k2 + ie) P p + P + iA 
derivando em relagao a A e a obtemos respectivamente (fica subentendido o limite 

6-0) 



7r2 



[(k - P)2 + A2]2(p2 _ k2 + le) A[{p + tAy - P2] 

k^d^k ■ { 7r2 m'^ n - P + iA 

P < ^TT T-T^ rr:^ rrr In 



[(k-P)2 + A2]2(p2_k2 + ze) [A[(p + 2A)2-P2] 2P3 p + p + iA 

iT['^{p + iA) 1 

~P2[(p + iA)2-P2] j 

e ainda integrando a ultima equagao por A2 obtemos 

k'd^k n'^P'fA + ip p^ + P^ + A^ ^ p - P + iA\ 

+ i ——: m ■ 



[(k-P)2 + A2](p2-k2 + ie) P \ P 2P2 P + P + iA 

e derivando em relagao a P^ temos 
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/ 



TT 



[(k-P)2 + A2]2(p2_k2 + ie) 



2P 



I rrr:: m 



P 



2P2 



2P 



3i 
+ 2 



p2 + p^ + A^ 



In 



p + P + iA 

2(A + ip) 

p3 

p- P + iA 



P4 J p^pj^iA 

i{p^ + + A^){p + iA) 

P3[(p + iA)2 _p2] 

2P 



A[(jy + 2A)2 -P2]_ 
As integrals necessarias neste trabalho sao da forma 

(1, k\ k'y)d^k 



{I r r^) = [ — 



[(p' - k)2 + //2][(p _ k)2 + ^2](p2 _ k2 + ie) 



que podem scr obtidas a partir das integrals anteriores atraves da identidade de 
Feynman 



1 _ dz 
ab~ J -lY 



a(l + z) + 6(1 - z) 



1 -2 



agrupando-se os denominadores de p c p' tal que P = E^ + z^-^E^, p2 = p'^^cos^ | + 



z^ sin |) e A^ = — 2;^) sin | + /x onde usamos p' 



./2 



P'- = p2 g p . p/ ^ p2 

As integrals finals sao puramente algebricas, porem tedlosas. O Importante para 
nos e slmplesmente o valor destas expressoes no llmlte em que /x — > 0, portanto 



ITT 



2p3 sin^ f 



In 



2p sin 
1^ 



ji ^ iPl^Blj onde 



J 



TT" 



4p3 cos^ f 



1 - 



27r 



sm^. 



2p3 cos^ ^ I 2p sin 



2 6» 



In 



2p sin 
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^ — 



— TT 



4p V 1 + sin| 



+ 



2i In sin 



2 e 



5 
C 



— TT 



16p^ sin I cos^ I 
16p3 sin f cos^ f 

e ( \ , ^ 

— 2z sm - sm 3 m sm - 

2 I 2 / 2 



cos 



TT I 1 — sin - J + 2i sin - In sin - 



8p3 sin^ f 



In 



2p sin 2 



2z sm - cos - + TT 2 — 3 sm - + sm - 



sin 



2 
2 



In 



2 2 

2p sin I 



A. 2 Integrals Uteis 



/ 



d^g e^'i '' _ 1 

(27r)3 |q| ~ 2^ 

e*'!-' _ 1 

(27r)3 q2 47rr 



/ 



d^A; 1 




1 


(27r)3k2(k- 




8|q| 








(27r)3k2(k- 




16|q| 


d^k k^k? 






(27r)3k2(k- 


q)2 


64 



- b'^ + 
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Apendice B 



Integrals em 4D 



Aproximagoes = MSq, \q^\ ^ |q| ^ M e E' <^ M, veja referencias 
. d^k 1 



'J IIP 



K + K' 



(27r)4A;2(A;-g)2[(P-fc)2-M2] 32M|q| 
^ ' (27r)4 k^{k - g)2[(P - kf - M2] ^ 64M|q| I&t^^M ^ M 



{2tiY k^{k - qf[{P - kf - M^] 
256M|q| ^"^^'^^^ + ^ ^^^^'^ "^^^'^ + 327r2M M 



d^fc 1 



+ 



(27r)4 - ^2) p _ g)2 _ ^2] [(p _ _ ]^^2] [(^ + ^)2 _ ^2] 

d^A; 1 



(27r)4 (fc2 _ ^2) p _ g)2 _ ^2] [(p _ ^)2 _ ]Vf 2] [(p/ _ ^-^2 _ ^2 

, ^ „. — r In — 
7rMq^|p| n 
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Apendice C 

Deflexao classica de particulas 
massivas e sem massa 



Neste apendice vamos calcular os resultados classicos para a deflexao gravita- 
cional de particulas massivas e sem massa [SZl EHl EI] por um centre espalliador de 
massa M descrito pela geometria de Schwarzschild 

ds^ ={l- ^) de - (l - ^) dr' - r'de' - sin^ Od^p'. 

As equagoes do movimento podem ser escritas como [59] 

- + V{r) = — , L = r^ e 9 = - 

onde 

1 / 2GM\ L' 

para particulas sem massa e 

, , 1 / 2GM\ f \ 

para particulas massivas. 

Em ambos os casos, o angulo de deflexao e dado por 

= 2/ , ' =dr - TT 
Jro JE^-2V{r) 
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onde To e a menor distancia alcangada pela particula ao centro, dada pela maior raiz 
da equagao V{ro) — assim temos 



2b 

Tq = COS 



3V3GM^ 



-cos 



2b 



1 + 



cos 



''-7^Y^3{~b 
( 



1 /2G'M1 -f2^ 



X 



cos 



-1 



3^3 



2GM I 1 2GM _L A 2GM 



27 V b 



V 



1 + 



1 /'2GMl-y2\2 



3 V 6 

2GM 1 - 
"~3 ^ 



3/2 



para particulas sem massa e massivas respectivamente e b = L/ E e o parametro 
de impacto no caso sem massa e E = l/Vl — e L = bv/y/l — v'^ onde v e a, 
velocidade da particula massiva no infinito. 

Fazendo ainda a substituigao na integral de x — ro/r e a — 2GM/ro obtemos 

"1 dx 







-a;2) 

dx 



— TT 



TT 



[1 - x^) - a{l - x^) 
expandindo em GM/b <^ 1 temos 



Q(l-Q)(l-f2) . 

l-(l-a)(l-?;2)' 



X] 



4- 



GM IStt fGM\^ 128 /GM\^ 34657r /GAf 



+ 



+ 



+ 



64 



+ 



/ 2 \ GM /Stt 37r\ fGMy 



+ 



10 30 10 2 



/lOSvr lOSvr 1057r\ /GM\ 



+ ... 



V 64 4^2 4^4 
e interessante notar que, apesar de seguirem geodesicas distintas, e portanto re- 
sult arem em diferentcs angulos de deflexao, o desvio para as particulas massivas no 
limite em que — > 1 e identico ao caso das sem massa. 
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Apendice D 



Deflexao gravitacional pelo 
metodo de JWKB 



Neste apendice vamos seguir de perto o trabalho de Sanchez |12] sobre o es- 
palhamento de ondas escalares na metrica de Schwarzschild. 

Para isso vamos resolver pelo metodo de separagao de variaveis a equagao de 
onda para o escalar ip{x) 

a^{x) = g^'ifix).^, = 
onde a metrica de Schwarzschild em coordenadas padrao e dada por 



ds' = [I ]dt^ -\l dr^ - r^de^ - sin^ 

r J V r J 



e escrevendo <f{x) como 

r 

onde Yim{0, 0) e um harmonico esferico e ainda substituindo a coordenada r pela 
coordenada (tortoise) de Regge- Wheeler 

r* = r + 2GM\n 



2GM 



obtemos uma equagao diferencial simples 

d^ 



dr 



*2 



R{r* 



onde 
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Esta equagao possui solugao assintotica (r oo) da forma [60] 

Ri{r) sin[c^r + 2GMu; ln{2ur) + 6i{uj) - l7i/2] 

onde Si{uj) e o "shift" da fungao de onda. 

Por outro lado, a fase da fungao de onda pode ser calculada pelo metodo de 
JWKB [6l] valido para pequenos comprimentos de onda (ou seja, c^fo = ^ 1) 



y^cj2 - Vefir*)dr* + 7r/4 



onde ro e o ponto de retorno classico tu^ = Ve/(ro), este metodo e valido na aprox- 
imagao {I + 1/2) = ub. 

Voltando a coordenada r usual atraves da relagao 



dr* = — 
1 - 

obtemos a seguinte expressao para o "shift 

dr 



dr 



2GM 



/r (If I TT / 1 \ 



5i{uj) = lim 

A relagao entre o "shift" e a deflexao e dada por [61 

9 = -2^ 
dl 

X dSbjX) 
TT db 

d r°° dr 



-2- 



dbU l-^\ 



26 



1-1- 



dr 



2GM\ 



62 A2 /2G'M _ 1 

■^2 ^y^2^2 \ f 



— TT 



^0 ^2 



TT 



2GAf 



6£ _|_ A2 / 2C;Af _ l' 

dx 



1^(1 - a)[l + /3{a - 1/4)] - x2(l - ax)[l + /3{ax - 1/4)] 



TT 



onde substituimos x = ro/r, a = 2GM/ro, 13 = X /Arc b e usamos a equagao 
= K/(ro). 
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Como estamos interessados na aproximagao GM/h <^leA/6^1 podemos 
expandir em serie em fungao destes dois parametros e assim obtemos 

_ / GM A2 ZG'^M^ GM\^ \ 
""^ ~ 32^ W~ ^ 1^ ~ 2048^ ^ ■ ■ 7 

e portanto [62] 

4GM A^ ISttG^M^ SGMA^ 3A^ 
= + + 777; r^TTT^ + 



b 327r62 462 4^2^3 20487r364 

128G^M^ 99G^M^X'^ _ 7GMX^ SA^ 
^ 3P 1287r64 647r465 + 65536^ ^ "' 

observe que esta expressao retorna ao resultado classico do apendice anterior no 
limite geometrico (A 0). 
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